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Let B be an imaginary quadratic number field, and Jz, the ring class field 
extension of X for a natural number f as conductor. For the investigations of 
class number and unit group of the subfields of Q, by means of the methods of 
complex multiplication one often uses the quotients A(a)/A(b) of the singular 
values of the discriminant A occurring in the theory of modular functions. As 
is well known, they are contained in Jz ,. But it is not known whether those 
quotients generate Q, over X Corollary 1 of this paper solves this problem. 
Moreover Theorems 2, 3 exhibit more general methods of generating the sub- 
fields by means of relative norms. 
EINLEITUNG 
Sei JY ein imaginar-quadratischer Zahlkorper, und ftir eine natiirliche 
Zahl f sei fz, der Ringklassenkorper modulo f tiber 2 (vgl Abschnitt 1). 
Untersucht man Klassenzahl und Einheitengruppe der Teilkorper von Sz, 
mit den Methoden der komplexen Multiplikation, so spielen dabei vielfach 
die in Satz 1 genannten Quotienten d(a)/d(h) von singulgren Werten der 
Diskriminante d aus der Theorie der Modulfunktionen eine Rolle (vgl. 
12, 4, 5, 7, g-15)). Diese Quotienten liegen bekanntlich in fz, ; jedoch ist 
bisher noch nicht gekl&t, ob diese Quotienten such den K&per G, tiber 
2 erzeugen. Das Korollar 1 dieser Arbeit s&lie& diese Lticke. In den 
vorbereitenden Satzen 2 und 3 werden dariiberhinaus allgemeiner 
Erzeugungen der Teilkorper von In, durch Relativnormen der oben genannten 
Quotienten bewiesen. 
Der Beweis der S&e 2-3 beruht, einer Idee von Ramachandra [9] folgend, 
auf dem Satz 4 dieser Arbeit. Dieser Satz ist bereits in [6], Seite 282 enthalten. 
Jedoch ist der dort gefiihrte Beweis nicht stichhaltig, denn die dabei benutzte 
Eulerproduktentwicklung stiitzt sich auf das nachweislich falsche Korollar 2 
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in [6], Seite 9l.l Wir gebea hier daher einen von den in [6] gemachten 
Uberlegungen unabhangigen und mehr auf der Theorie der Modulfunktionen 
beruhenden Beweis von Satz 4. 
1. ERZEUGIJNG VON RINGKLASSENK~RPERN GBER IMAGINWR-QUADRATISCHEN 
ZAHLK~RPERN 
Sei 2 ein imagi&-quadratischer Zahlkorper der Diskriminante D < 0. 
Fur eine natiirliche Zahl f sei Rf die Ordnung zum Ftihrer f in 2 und S, 
der Quotientenring von Rf zur Halbgruppe der zu f primen Zahlen aus R, . 
Die von den Einheiten aus S, erzeugten Hauptdivisoren von JY 
Gf = ((a) / a Einheit in S,) (1) 
bilden eine Untergruppe in der Gruppe D, der zu fprimen Divisoren von 2. 
Die Faktorgruppe 
53, : = D,/G, (2) 
heiI3t die Ringdivisorenklassengruppe modulo J die Ringklassenzahl 
modulo f, h,(f) := [A, : 11, ist endlich, und ist explizit gegeben durch die 
Formel 
Mf) = $rn (1 - (p-) j). 
Plf 
Darin bezeichnet hz die Klassenzahl von ,Y sowie e, den Index der Einheiten- 
gruppe von Rf in der Einheitengruppe von Rl . 
Unter einem zu Rf gehijrigen Ideal versteht man einen h-Modul vom 
Rang 2 in 2 mit dem Multiplikatorenring R, . Die zu Rf geharigen ldealle 
bilden eine Gruppe If unter der Multiplikation, welche als Untergruppe die 
Hauptideale 
umfal3t. Die Faktorgruppe 
!3 4 := I,/Hf (5) 
1 Gegenbeispiel zum Korollar 2 in 161, Seite 91: Man betrachte die eigentlichen Ideale 
p = 9z + 3d-52, a = 32 + 94\/--5Z der Ordmmg 8 = Z + 3dzZ. Man veri- 
fiziert leicht: p ist irreduzibel, p I aB, p{ a. Die Richtigkeit von Korollar 2 h%tte aber 
p I Q zur Folge! In diesem Zusammenhang sei noch bemerkt, dal3 fiir die genannte Ordnung 
such das Theorem 3 in [6], Seite 282, aus dem dort die Aussage von Satz 4 dieser A&it 
geschlossen wird, falsch ist. 
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heigt die Ringidealklassengruppe module J: Fiir a ED, ist a n S, cl,, 
und die Zuordmmg 
K:at+anS,=:a, (6) 
ist ein Isomorphismus von 0, in I,. 
isomorph vermoge 
Die Faktorgruppen $3, und RR, sind 
Unter der Norm N(a) eines Ideals a E I, versteht man den Absolutbetrag 
einer rationalen Matrix, die eine Z-Basis von R, in eine Z-Basis von a iiber- 
ftihrt. Dabei gilt 
N(ab) = N(a) N(b) fur a, b E 1,. (8) 
Die Idealgruppe G, umfagt den Strahl module fin 2, und ist somit eine 
Kongruenzuntergruppe. Der zu G, gehorige Klassenk&per In, heil3t der 
Ringklassenkorper modulo f tiber C. Sz, ist galoissch iiber Cl, und die 
Galoisgruppe von Q,/Q entsteht aus der Galoisgruppe von J&/E durch 
Hinzunahme der Konjugation T: 
G&i', I Cl) = G(Q, I Z) u TG(Q, I 2). (9) 
Dabei besteht die Vertauschungsrelation 
p7 = 7p-1 fur p E G(ln, 12). (10) 
Bezeichnet O(I) den einer Klasse f E R, zugeordneten Artinautomorphismus 
von &4,/L?‘, so sind In, und G(L?, ] z) isomorph vermoge 
u: f ++ u(f). (11) 
Sei 8 ein Teilkorper von Sz, mit ,2 g D & Q, . Bezeichnet 
U = {f E fi,I o(Q’)l $2 = In} die L! zugeordnete Untergruppe von 53, , so ist 
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Fiir einen Teilkorper K von Q, mit .E g KS; In, ist Q := KZ vom Grade 2 
tiber K, und mit der Sz zugeordneten Untergruppe U von 5$ gilt 
G(S2,I K) = u(U) CJ n~(f,,U), (13) 
wobei fO E !&, modulo Il eindeutig bestimmt ist. 
Hinsichtlich f, sind fur sp5tere Zwecke die folgenden Fallen zu unter- 
scheiden : 
Full 1. f, E Il. Dies ist wegen (13) gleichbedeutend mit Kg R. 
Fall 2. k,2 # U. 
Fall 3. f,2 E U, f, 4 U und fa 4 U fur ein f E Af 
Fall 4. fo2 E U, fO $ U und f2 E U fur alle f E $%j . 
Mit dem letztgenannten Fall miissen wir uns noch etwas nSiher beschaftigen. 
Aus (11) und (13) folgt zunachst, dab aufgrund der Bedingung “fZ E II 
fiir alle f E 52,” notwendig K/Q abelsch ist. Als Teilktirper eines Ringklassen- 
k&per ist dann K nach [3] ein Produkt quadratischer Korper. Da K wegen 
f, 6 2l nicht reel1 ist, bedeutet dies da13 Kvon der From 
K = K& (14) 
ist, wobei K. der maximal-reelle Teilkijrper von K und KL ein imaginar- 
quadratischer K&per ist. Sz O := KJ ist der Untergruppe If, = (U, to) 
von R, zuge.ordnet. Letzteres folgt leicht aus (13). 
Mit Hilfe der Diskriminante 
A= g23 - 27g32 (15) 
aus der Theorie der Modulfunktionen lassen sich algebraische Zahlen 
in Q, konstruieren. Bekanntlich (vgl. [I, 6, 161) gilt 
SATZ I. Fiir a,bEIf und fERt ist 
44 (1) d(b)% 
(3) (S) 
a(k) A(ac-1) 
=d(bc-l)y 
wobei c irgendein Ideal aus der Klasse Z(f) bedeutet. 
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Uber dieses bekannte Ergebnis hinaus beweisen wir nun die folgenden 
Aussagen. 
SATZ 2. Sei Q ein Teilkiirper von Q, mit Z _C Q s Sz, , und sei U die Q 
zugeordnete Untergruppe von fi, . Ist dann f E fif - U, so gilt 
Q= E(N?(($&)“)) fiirallenEP+J. 
Dabei ist a irgendein Vertreter aus l?(f). 
SATZ 3. Sei K ein Teilkiirper von s2, mit 2 g K 2 Qf , und sei U die dem 
Kijrper IR = KZ zugeordnete Untergruppe von $. Wiihlt man dann 
fERf--II im Fall 1, 
f = $2 im Fall 2, 
fE5$- u mit f2 $ U im Fall 3, 
f E % - w, 6) im Fall 4, 
so gilt fiir jedes a E i(f) und jedes n E IYJ 
K = Q (N? ((-$$)“)) in den Fiillen 1, 2, 3, 
K = Kl (Nz (($&-)“)) im FaII 4. 
Die S&e 2 und 3 enthalten als Spezialfall das 
KOROLLAR 1. Sei f E Rf - {G,) and a E r?(f). Dann gilt 
Bevor wir mit dem Beweis der SHtze 2 und 3 beginnen, sei zu dem Ergebnis 
von Satz 3 noch folgendes angemerkt: 
(1) Im Fall 4 gibt es nachweislich im allgemeinen keine Erzeugung 
von K tiber Q wie in den Fallen l-3. Die in den Fallen l-3 auftretenden 
Relativnormen sind namlich nach [l], $22 zu Potenzen von N(a) assoziiert 
und sind demnach in den Fallen, in denen die Einheitengruppen von K 
und K,, iibereinstimmen, notwendig schon in K,, gelegen. 
(2) Ohne die spezielle Wahl von f im Fall 2 ist die obige Erzeugung 
im allgemeinen falsch. Setzt man namlich zum Beispiel f = r;‘, so ergibt 
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sich fur die obige Relativnorm eine Potenz von N(a), und dies ist im Fall 
K # Q keine erzeugende Zahl fur K. 
Die Beweise zu den Satzen 2 und 3 erfolgen im Anschlul3 an den nachsten 
Abschnitt, in dem der fur diese Beweise grundlegende Satz 4 bewiesen wird. 
2. DIE KLASSENZAHLF~RMEL Otis RINGKLASSENK~PER 
Sei f E 5$ und a ein Ideal aus i?(f) mit der Z-Basis (011, a$ Aufgrund der 
Homogenitat von d ist die Bildung iV(a)6 I d(a)] von dem Vertreter a E IT(T) 
unabhangig und die Definition 
d(f) := (f(l D 1)‘f2 WW I ba)i (16) 
daher sinnvoll. Hierin bedeutet 
f(D)“” N(a) = 1 det (zT ztT)! =: 6 (z:) (171 
den Inhalt der Grundmasche des von cyr , % aufgespannten Gitters in @. 
Fur einen Charakter # von SQ betrachten wir die Summe 
Hiertiber gilt der wichtige 
SATZ 4. Es ist A,(#) # 0 fiir t,b # 1. 
Zum Beweis von Satz 4 beniitigen wir die folgenden illberlegungen. 
Ein Charakter # von I: heigt ein Ringklassencharakter, wenn es ein f aus N 
gibt so da13 #(g) = 1 fur alle ganzen Ideale 9 E Gf gilt. Bezeichnet f& die 
kleinste solche Zahl, so kann man $ fur jedes f E N mit f$] f such als 
Charakter von St, auffassen vermiige $(r> := #(a) mit a E: f E Rf , und dabei 
ist + durch den auf Rf induzierten Charakter eindeutig bestimmt. Auf diese 
Weise erhalt man alle Charaktere von Rf . Nach Meyer [8] hat man nun die 
Klassenzahlformel 
(19) 
in der ha, , h, und wrd, , w, die Klassenzahlen und Einheitswurzelanzahlen 
der entsprechenden K&per bedeuten. R O, bezeichnet den Regulator von 
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In,, und in dem Produkt durchl&ft # alle Charaktere von $, die von dem 
Hauptcharakter verschieden sind. Aus (19) folgt nun zunBchst 
Af,W f 0 fiir $#l. (20) 
Urn hiermit Satz 4 zu beweisen stiitzen wir uns auf die idealtheoretischen 
S&e in [l], aus denen sich die folgenden Tatsachen leicht ergeben. 
LEMMA 1. Sei a, E Zf mit der Z-Basis ((~1, LX&, und fiir eine Primzahl p 
durchZaufe P, , ,U = I,..., p -/- 1, ein Vertretersystem inaquivalenter primitiver 
Matrizen der Determinante p. Es seien PI ,..., Pt genau diejenigen unter den 
P, , fiir die P,Qa> Basis eines Ideals apf ‘U) E I,, ist. Hierbei ist in Abhangigkeit 
von der Zerlegung von p in E 
t =p-1, fahp = p&p f i%pZf, 
= p, faW = v2, P Ui 
=p+L fals P = v, P Tft 
= P9 faW 1.t 
Fiir die restlichen Pi, ,..., P,+l gilt: 
P,C$ P,+&~~ sind km van afvf und afFf, falls P = pii, p # F, p ff, 
P,&) ist Basis von afpf , falls p = p2,p $f, und im FaNp 1 ffindet man: 
P,+,@J ist Basis eines Zdeals a,+ E Z,,-., . 
Seien T f, $,), bzw. If,-, die den Ringidealklassen afHf , a$,jH,, , bzw. 
af,-IHf+ zugeordneten Ringdivisorenklassen aus Sf, si,, , bzw. fif,-, , und 
es sei ferner f # 1 in den F&Ben D = -3, -4 vorausgesetzt. Dann sind die 
f(rr) 
fp , p = L..., t, paarweise verschieden, und es sind gerade siimtiiche Klassen 
aus Rf, , die in ff enthalten sind. Zm Fall p If ist weiter ff,, die eindeutig 
bestimmte Klasse aus fif,-, , in der Tf enthalten ist. 
Als Folgerung aus dem Lemma 1 erhalten wir 
LEMMA 2. Es sei ff a fif , und im Fall D = - 3, -4 seif # 1 vorausgesetzt. 
Dann gilt fiir eine Primzahl p 
d(f,)Pil = p’“‘“-“t2d(Tfv) n d&J, falls P = v2, P +f, 
k”fif9 
ff&ff 
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d(ff)P+l = pP-1)/2 
t Q d&A falls P = P, P ff, 
I& f9 
ffl@f 
d(f,) e-1 = p’2(e-1)/2d(ff,-,) n d&J, falls P I .6 
5 8% 
b@f 
Beweis. Sei a ein Divisor aus If mit dem Ringideal a,. = a n S, . In 
a, wahlen wirheine Z-Basis (q , %). Ftir eine Primzahl p hat man dann 
laut [l] die Beziehung 
p12 = ,,12 A($)) ) (21) 
P 
% 
in der P ein Vertretersystem primitiver Ma&en der Determinante p durch- 
lauft. Aus (21) folgt mit Rticksicht auf S(P(z;)) = pS(;;) 
(8 (zi,” 4a))p+1 = ps(p+l)-12 v 6 (P (zi)r A (P (zi)). (22) 
Nach Definition von d ergeben sich hieraus, gesttitzt auf Lemma 1 die 
Betiehungen von Lemma 2. 
Sei $ # 1 ein Charakter von Sz, . Dann gilt fti [A und in den Fallen 
D = -3, -4 ist wegen 4 # 1 notwendig fti # 1, also f # 1. Ftir eine 
Primzahl p mit p = p& p # ij und p 7 f folgt hiernach aus Lemma 2 
(P + 1) A,($) = ($4)) + $43 4(#) + ~ft44Jl. 
Insgesamt erhalt man so in gleicher Weise 
(P + 1 - $(P) - ?4lJ)) 44) = AfD(t4, falls P = pp, p f F, P -t-f, 
(P + 1 - #J(P)) Af(dJ) = AfD(#)CI), falls p = p2, p ff, 
(P + 1) A,(#) = &A#), falls p = p, p ff, 
(23) 
(P + 1) Md4 = &($I + &$j ~fZ)4~FI)) falls P I fund h I fp-5 
(P + 1) AA%4 = &t$% falls p j f und fG ~Tfp-l. 
Bei der Herleitung der letzten Beziehung in (23) ist zu beachten, da13 im 
Fall f+ +fp-l fur jede Klasse ff+ E $$,-I die Charakterrelation 
besteht. 
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Gesttitzt auf (23) kann man nun allgemein im Fall j$ If Summe A1,(#) 
durch A,(#) ausdriicken. Wir setzen dazu fiir eine Primzahl p 
f = P% mit h I h und P ~h/h (25) 
und betrachten zunachst den 
Fallp I$ Schreibt man abkiirzend a, = AfOOY(#), so fo&aus (23) 
al = (P + 1) a0 und a, = (P + 1) a,-., - payv2 fti v > 2. (26) 
Die Liisung dieser Gleichung durch Potenzansatz liefert 
a, = cl -t c2pv, v 2 0, (27) 
mit noch zu bestimmenden Konstanten c1 , c2 . Diese ergeben sich aus (26) zu 
Cl = %lU -PI, c2 = -Pao/U -P), 
und danach folgt aus (27) 
(28) 
Wir betrachten nun den 
Fall p ffo . Hier ergibt sich mit Rticksicht auf (3) aus (23) 
al = gdP> a0 , a2= (P+ ~>4-(p-Wp))ao~ 
a, = (P + 1) a,--, - Ph , v 3 3, 
(29) 
mit 
L%(P) = P + 1 - #(P) - Ijlm falls p = pj% 
= P + 1 - a>, falls p = p2, (30) 
=p+l, falls p = p. 
Setzt man b, = a,,, , v > 0, so ergibt sich hieraus wiederum durch Potenz- 
ansatz 
b, = c, -t c2p”, v > 0. (31) 
Indem man durch Einsetzen in (29) die KoelZzienten c, , c2 bestimmt, erhhlt 
man schlieDlich aus (31) 
AA+) = (P - (%) - &b(P)> + P”-‘(P&(P) - (P - (o/p>>> A,,(+) 
P--l 
falls it > 11(32) 
Wir fassen das Ergebnis unserer Rechnungen zusammen in 
RINGKLASSENKijRPER 79 
LEMMA 3. Sei # # 1 ein Charakter von R, und 
f = (,pQ+yf+ . 
P 
Dann gilt 
mit 
G(P%, #) 
= (P++’ - IMP - I), falIsplfti,n > 1 
= (P - (D/P) - g&(p)) + p”-‘(pgb(p) - (P - (D/P))) , faIls p f f* , n > 1 
P -1 
= 1, 
wobei g+(p) die in (30) erkliirte Zahl bedeutet. 
fails n = 0, 
Wie man durch Diskussion der moglichen FSille leicht sieht, ist in Lemma 3 
stets G(p”, #) # 0 und sotit im Hinblick auf (20) die Behauptung von 
Sat2 4 gezeigt. 
3. BEWEIS DER STZE 2 UND 3 
Beim Beweis der S&e 2 und 3 beniitigen wir neben Satz 4 das 
LEMMA 4. Sei G eine endliche abefsche Gruppe, 1 # g E G und U # { 1) 
eine Untergruppe von G. Dann gibt es einen Charakter +J von G mit #(g) # 1 
und#l U# 1. 
Beweis. Aus der Tatsache, daD G isomorph zu der Charaktergruppe von 
G ist, schlieljt man leicht die Existenz zweier Charaktere q!~~ , & von G mit 
#1( g) # 1 und & I U # 1. 1st nun #or I U # 1 oder &( g) # 1 so leistet 
4 = $, oder # = Q& das Verlangte. Gilt jedoch I/J~ ] U = 1 und &12(g) = 1, 
SO hat ot%bar #J = $I#Z die gewiinschte Eigenschaft. 
Beweis zu Satz 2. Nach Satz 1 ist d(a)/d(RJ E r;2, und somit die Zahl 
(33) 
in L? gelegen. Die letzte Gleichung in (33) folgt aus (12) und Satz 1. c bedeutet 
64x/10/1-6 
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darin jeweils ein Ideal aus E(p). Wir mtissen nun noch zeigen, dal3 0 den 
K&per D iiber Z erzeugt. Hierzu betrachten wir fur einen Charakter x 
von&mitx# lundx/U== 1dieSumme 
S(x) :== 2 x(b) log 1 00(b) 1. 
bmocill 
(34) 
Gestiitzt auf (33) und Satz 1 ergibt sich hierfiir die Beziehung 
S(x) = 4x(0 - 1) 4(x-l). (35) 
Der Nachweis von Z(0) = 52 erfolgt nun indirekt so: Angenommen, es sei 
Z(0) g a. (36) 
Fiir die dem K&per Z(0) entsprechende Untergruppe u’ von 9, gilt dann 
lq u. (37) 
Da weiter nach Voraussetzung f nicht aus Lz ist, existiert nach Lemma 4 
ein Charakter t,L von $/U mit 
# 1 (u/u) f 1 und $(fu> # 1. (38) 
FaDt man $J vermtige $(p) := #(plc) als Charakter von fi, auf, so ist 
#lU= l,S(lt(> somit definiert, und aus (35) folgt mit Rticksicht auf Satz 5 
und (38) 
S(4) f: 0. (39) 
Andererseits ist aber O”tb) = 0 fur b E u’ wegen 0 E Z(0) und daher 
SC+) = c ml) (, LdU w) 1% I @+l) I* (401 
b, mod lI’ 
%@’ 
Wegen # 1 U’ # 1 ist hierin die innere Summe gleich Null und somit S(4) = 0, 
im Widerspruch zu (39). Folglich ist die Annahme (36) falsch, und es gilt 
Z(0) = $2, wie behauptet, 
Beweis zu Lutz 3. Wir betrachten zunachst nur die Flille 1-3. Gesttitzt 
auf (13) und Satz 1 erhglt man 
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wobei U die 52 := KZ zugeordnete Untergruppe von fit bedeutet und c 
bzw. a,, Vertreter aus Efi) bzw. I?&,) sind. Wir zeigen nun 
Z(() = G. (42) 
Hieraus folgt dann sofort Q(e) = K wegen 5 E I\: und [Q: Z] = [E Q] 
Zum Nachweis von (42) betrachten wir analog zu (34) fur einen Charakter 
x von fif mit x # 1 und x ] U = 1 die Summe 
z-(x) := c x(b) log 1 P(b) I. (43) 
bmodlI 
Hierfi.ir ergibt sich aus (41) die Beziehung 
T(x) = ((x(f) - 1) + x-1oo)(x-‘@) - 1)) n4(X-1>* (44) 
Der Nachweis von E(t) = Sz erfolgt nun wieder indirekt. Unter der Annahme 
Z(LJ) & D gilt U’ 2 U fiir die .Z(.$) zugeordnete Untergruppe U’, und es gibt 
einen Charakter # von fi, mit 
#lU= 1, gLlU’#l und ! 
#(t) # 1 in den Fallen I, 2, 
$(f2) # 1 im Fall 3. (45) 
Hierfiir gilt dann 
Urn dies zu beweisen, miissen wir im Hinblick auf Satz 4 nur noch zeigen, 
dal3 der in (44) auftretende Faktor 
44, f, fo) := t+(f) - 1) + I/r-l&)(~-l(f) - 1) (47) 
von Null verschieden ist. Im Fall 1 ist dies wegen $(I) f 1 und Z&J = 1 
sofort klar. Im Fall 2 ist definitionsgemafi f = to2 und demzufolge 
a($, f, f,) = (C2 - 1) + L-(5-” - 1) mit i = #(f,). (48) 
W%re nun a(#, f, f,) = 0, so folgte wegen 5” = +(fo) + 1: 
also < = 5-l und somit I,@) = I,&,~) = 5” = 1, was wegen y%(f) # 1 
unmgglich ist. Also ist a(#, f, I,,) # 0 im Fall 2. Im Fall 3 folgte aus 
a(#, f, I,) = 0 in gleicher Weise I,@“) = 1, was wiederum nach Konstruktion 
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von # unmijglich ist. In allen betrachteten Fallen ist somit der in (44) auf- 
tretende Faktor a(#, f, I,,) von Null verschieden und damit im Hinblick 
auf Satz 4 T(#) # 0 gezeigt. Wie beim Beweis von Satz 2 ergibt sich nun 
anderseits T(4) = 0 unter Beachtung von $1 l.l = 1, q% 1 u’ # 1 und 
p@) = f fur b E U’. Dieser Widerspruch beweist (42), und daraus folgt, 
wie bereits bemerkt, die Behauptung von Satz 3 in den Fallen l-3. Die 
Behauptung im Fall 4 ergibt sich aus der Aussage im Fall 1, da K0 reel1 ist. 
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